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0 引 言

随着国家对南海开发和维护国家主权等需求

的日益增强，需要在南海岛礁附近布置大型浮式

平台，以供岛礁开发、综合执法补给和旅游等。岛

礁附近的水深一般较浅，位于浅水中浮体的水动

力运动和载荷响应与深水中的存在较大差别，因

此，需要研究浅水中浮体在波浪中的运动和载荷

响应。浅水中浮体与深水中浮体运动的最大差别

和难点在于有限水深格林函数的准确求解。只有

准确求解有限水深格林函数及其偏导数，才能得

到浮体在波浪中的响应。Li［1］、谢永和等［2］和刘日
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derivative of the finite water depth.［Methods］Therefore，a method is proposed to accurately calculate
the Green's function and its partial derivative by using the improved Gauss-Laguerre quadrature；then by
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明等［3］提出了数值积分方法，用来计算有限水深

的格林函数及其导数。有限水深格林函数求解方

法分为积分形式［4］和级数形式［5］2种。其中积分

形式的计算精度高，远场和近场均适用，但计算效

率低；级数形式计算效率高，但在近场附近很难收

敛，同时在远方辐射半径 R=0处存在奇点。所以

在计算有限水深格林函数及其导数时一般在近场

采用积分形式，远场采用级数形式。

积分形式的解是主值积分且存在奇异性，这

是有限水深格林函数及其导数求解的难点所在。

传统的有限水深格林函数积分计算公式采用多点

Gauss-Laguerre 公式直接进行积分或多项式逼

近。直接积分法一般需要取 64个高斯积分点［1］方

能满足精度要求，但该方法耗时长且误差较大，尤

其是在高频率处计算失真。多项式逼近法（例如

法国船级社的 Hydrostar）需要计算大量的数据并

选择适当的逼近区间，难以实施。本文拟通过推导

和数值实验提出精确计算有限水深格林函数及其

偏导数的方法，以解决高频失真问题。Newman［6］

认为在半径和水深比 R/H>0.5时采用适当项数的

级数解可以得到理想的精度，但其并没有给出小

R/H的简化解。为了提高计算效率，本文拟给出

对称性的处理方法和简化的级数求解公式的实施

方案，并编制计算程序将本文方法与商业软件计

算结果进行比较分析，以验证本文方法的正确性

和可行性。

1 浅水复杂格林函数法

1.1 入射势求解

设一阶波面升高表达式为

ζ = Ae
iK ( )x cos β + y sin β - iωt

（1）
式中：A，K，ω和 β 分别为波幅、波数、波浪自然频

率和浪向，例如，顶浪为 180°。坐标系定义：x 指

向船艏，y 指向船左舷，z 垂直于静水面向上，xyz

符合右手法则。

那么，入射势 Φ I 的一阶表达式为

Φ I = Re[ ]ϕ Ie
-iωt = Re

é

ë
êê

ù

û
úú

Ag
iω

cosh K ( )z + H

cosh KH
e

iK ( )x cos β + y sin β - iωt

（2）
式中：ϕ I 为入射速度势的幅值；H为水深；g 为重

力加速度。

1.2 辐射势求解

无航速条件下，有限水深（均匀海底）的辐射

势求解条件如下。

在流域内，

Ñ2ϕ j(xyz) = 0 （3a）
在 z = 0上，

¶ϕ j

¶z
- vϕ j = 0 （3b）

在物面不可穿透条件下，
|

|
||

¶ϕ j

¶n
S0

= nj （3c）
在水底不可穿透条件下，

|

|
||

¶ϕ j

¶z
z = -H

= 0 （3d）
远方辐射条件下，

lim
R ®¥

R
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

¶ϕ j

¶R
- iKϕ j = 0 （3e）

式中：R = x2 + y2 ，为远方辐射半径；ϕ j 为第 j个

自由度的速度势，j=1，2，3，4，5，6；n 为物面法向；

nj 为物面广义法向的第 j个自由度分量；ν = ω2 g ；

K 由公式 K tanh(KH ) = v 求取；S0 为浮体湿表面。

为了满足自由面边界条件、无穷远辐射条件

和水底不可穿透条件，有限水深格林函数 G一般

采用如下 2种形式。

1）积分形式［4］：

G ( )P ( )xyz Q( )ξηζ = 1
r
+ 1

r2

+

P.V.
0

¥ 2( )k + ν e-kH cosh k ( )z + H cosh k ( )ζ + H

k sinh( )kH - ν cosh( )kH
J0( )kR dk +

i
2π( )K + ν e-KH sinh( )KH cosh K ( )z + H cosh K ( )ζ + H

νH + sinh2( )KH
·

J0( )KR （4）
式中：P.V.为取主值积分；P(xyz) 和 Q(ξηζ )

分 别 为 场 点 和 源 点 ；R = ( )x - ξ
2
+ ( )y - η

2
；

k 为 积分变量；r = ( )x - ξ
2
+ ( )y - η

2
+ ( )z - ζ

2
；

r2 = ( )x - ξ
2
+ ( )y - η

2
+ ( )z + 2H + ζ

2
；1

r2

项 是 1
r

关于池底的镜像；J0( )为第 1类零阶Bessel函数。

2）级数形式［5］：

G ( )P ( )xyz Q( )ξηζ = i2π K 2 - ν2

H ( )K 2 - ν2 + ν
·

cosh K ( )z + H cosh K ( )ζ + H H
(1)

0 ( )KR +

4å
n = 1

¥ k 2
n + ν

2

H ( )k 2
n + ν

2 - ν
cos kn( )z + H cos kn( )ζ + H K0( )kn R

（5）
式 中 ：kn 为 方 程 kn tan kn H + ν = 0 的 正 实 根 ；

H
(1)

0 ( ) 为第 1类零阶 Hankel函数；K0( ) 为第 2类

零阶修正的Bessel函数。
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那么流域内各点的速度势为

ϕ j( )P = 1
4π S0

σ ( )Q G ( )PQ dS （6）
式中，σ ( )Q 为物面上的源强。

决定源强的积分表达式为

1
2
σ ( )P + 1

4π S0

σ ( )Q
¶G ( )PQ

¶n
dS =

¶ϕ j( )P

¶n
，

P Î S0物面 （7）
式中，

|

|
||

¶ϕ j

¶n
S0

= nj ，由物面法向条件提供。由此，可

求得不同自由度 j下的源强密度分布。边界和场

内各点速度势的求解公式为

ϕ j =
1
4π S0

σ ( )Q G ( )PQ dS （8）
那么，附加质量 μ jk 和附加阻尼 λ jk 由下式

求得：

μ jk +
iλ jk

ω
= ρ

S0

ϕk

¶ϕ j

¶n
dS （9）

式中：ρ为流体密度；ϕk 为辐射势。

1.3 绕射势求解

绕射势 ϕD 的求解方程为

在流域内，

Ñ2ϕD(xyz) = 0 （10a）
在 z = 0上，

¶ϕD

¶z
- vϕD = 0 （10b）

在物面上，
|

|
||

¶ϕD

¶n
S0

=
|

|
||-

¶ϕ I

¶n
S0

（10c）
在水底，

|

|
||

¶ϕD

¶z
z = -H

= 0 （10d）
远方辐射条件下，

lim
R ®¥

R
æ
è
ç

ö
ø
÷

¶ϕD

¶R
- iKϕD = 0 （10e）

物面上的入射势导数
|

|
||-

¶ϕ I

¶n
S0

可以通过式（2）
得到。绕射势与辐射势存在如下关系［7］：


S0

ϕDnjdS =
S0

ϕD

¶ϕ j

¶n
dS =

S0

ϕ j

¶ϕD

¶n
dS = - 

S0

ϕ j

¶ϕ I

¶n
dS

（11）
得到绕射势的计算公式为

ϕD = -
ϕ j

nj

¶ϕ I

¶n
（12）

因此，可以不必求解绕射势，直接由波浪入射

势 ϕ I 和辐射势 ϕ j 求得波浪力。辐射势在前面已

求得，第 j阶波浪力（入射势+绕射势）的表达式为

fwave j = ρiω
S0

( )ϕ I + ϕD njdS = ρiω
S0

ϕ I

¶ϕ j

¶n
- ϕ j

¶ϕ I

¶n
dS =

ρiω
S0

ϕ I{nj - kϕ j[n3 tanh k ( )z + H ·

}]in1 cos β + in2 sin β dS （13）
2 浅水波浪载荷数值计算方法

在浅水辐射势和绕射势的求解过程中，首先

需要对格林函数及其导数进行求解。

2.1 格林函数的直接积分法

为了书写方便，式（4）和式（5）中的格林函数 G

及其偏导数的主值积分部分 G0 如下：

G0 = P.V. 
0

¥ 2( )k + ν e-kH cosh k ( )z + H cosh k ( )ζ + H

k sinh( )kH - ν cosh( )kH
· J0( )kR dk =

P.V.
0

¥

e-kH
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú1 +

2ν + ( )k + ν e-2kH

[ ]k tanh( )kH - ν ( )1 + e-2kH
· é
ë

ù
û

e
k ( )z + ζ +H

+ e
-k ( )-z + ζ +H

+ e
-k ( )z - ζ +H

+ e
-k ( )z + ζ + 3H

J0( )kR dk （14）

GR = -P.V.
0

¥

e-kH
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úk + k

2ν + ( )k + ν e-2kH

[ ]k tanh( )kH - ν ( )1 + e-2kH
× é
ë

ù
û

e
k ( )z + ζ +H

+ e
-k ( )-z + ζ +H

+ e
-k ( )z - ζ +H

+ e
-k ( )z + ζ + 3H

J1( )kR dk（15）

Gz = P.V. 
0

¥

e-kH
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úk + k

2ν + ( )k + ν e-2kH

[ ]k tanh( )kH - ν ( )1 + e-2kH
× é
ë

ù
û

e
k ( )z + ζ +H

+ e
-k ( )-z + ζ +H

- e
-k ( )z - ζ +H

- e
-k ( )z + ζ + 3H

J0( )kR dk （16）

式中，J1( )为第 1类一阶Bessel函数。

式（14）~式（16）中不带奇异性的积分通过借鉴下式得到：
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0
¥

e-ax J0( )bx dx = 1

a2 + b2

0
¥

xe-ax J0( )bx dx = a

a2 + b23

0
¥

e-ax J1( )bx dx = 1
b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 - a

a2 + b2

0
¥

xe-ax J1( )bx dx = b

a2 + b23

（17）

式中，a和 b为广义变量。

因 为 式（14）~ 式（16）中 含 有 e
k ( )z + ζ +H

，

e
-k ( )-z + ζ +H

，e
-k ( )z - ζ +H

和 e
-k ( )z + ζ + 3H

项 ，直 接 进 行

Gauss-Lauerre积分会存在计算失真的问题，因此

需要进行特殊处理。下面以 G0 的 e
k ( )z + ζ +H

项为

例进行说明，其他项类似。其中，表达式 G01 为

G01 = P.V.
0

¥

e-kH 2ν + ( )k + ν e-2kH

[ ]k tanh( )kH - ν ( )1 + e-2kH
e

k ( )z + ζ +H
·

J0( )kR dk （18）
记 S ( )k = [ ]k tanh( )kH - ν ( )1 + e-2kH ，其 中 令

S ( )K = 0 ，那么其导数为

S ′( )k = { }tanh( )kH + kH [ ]1 - tanh2( )kH ·

( )1 + e-2kH - 2H [ ]k tanh( )kH - ν e-2kH （19）
为书写方便，引入

T (k) = 2ν + ( )k + ν e-2kH （20）
结合式（18）和式（19），可以得到

G01 = 
0

¥

e-kH é

ë
êê

ù

û
úú

T ( )k

S ( )k
-

T ( )K

( )k - K S ′( )K
e

k ( )z + ζ +H
J0( )kR dk +

T ( )K

S ′( )K
P.V. 

0

¥ e
k ( )z + ζ

J0( )kR

k - K
dk （21）

其 中 第 1 项 积 分 无 奇 异 ，可 以 采 用

Gauss-Laguerre积分方法直接计算，第 2项积分可

以通过无限水深的格林函数计算公式得到，那么

G01 = å
j = 1

n wj

H

ì
í
î

ï

ï

ü
ý
þ

ï

ï

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T ( )kj

S ( )kj

-
T ( )K

( )kj - K S'( )K
e

kj( )z + ζ +H
J0( )kj R +

T ( )K

S ′( )K
G inf （22）

式中：wj 为 Gauss-Laguerre 积分的权重系数；

G inf = P.V. 
0

¥ e
k ( )z + ζ

J0( )kR

k - K
dk ，为无限水深格林函数

的积分公式。

2.2 格林函数的级数解

根据前文所述，浅水格林函数的求解公式可

以采用如下级数解形式：

G ( )xyzξηζ = i2π K 2 - ν2

H ( )K 2 - ν2 + ν
·

cosh K ( )z + H cosh K ( )ζ + H H
(1)

0 ( )KR +

4å
n = 1

¥ k 2
n + ν

2

H ( )k 2
n + ν

2 - ν
cos kn( )z + H cos kn( )ζ + H K0( )kn R

（23）
针对式（23）中的高阶级数项，有

K0( )kn R = O( )e-πnR/H （24）
式（24）表 明 ，式（23）的 收 敛 速 度 取 决 于

R H ，当 R/H = 0 时，式（23）将不收敛：

1）当 R/H  0.50 时 ，如 果 式（23）的 n=10，
K0( )kn R = O(10-7) ；

2）当 R/H  0.25 时 ，如 果 式（23）的 n=20，
K0( )kn R = O(10-7) ；

3）当 R/H  0.10 时 ，如 果 式（23）的 n=50，
K0( )kn R = O(10-7) 。

因此，当 R/H  0.25 时，可以选取适当项数的

级数解来得到较为精确的值。Newman［6］证明了

当 R/H  0.5 时，采用级数解可以得到精度较高的

近似值，级数项数一般取 6H/R 的整数。另外，当

kn R < 0.05 时，K0( )kn R » ln( )kn R ；当 kn R  8.0 时，

K0( )kn R » e
-kn R

。经过上述简化，相比于直接积分，

可以较快速地计算出格林函数及其导数的值。

2.3 具有对称面的计算处理

对于具有对称面的物体，在计算时可以节省

大量的内存和时间。在求解源强时，其系数矩阵

为满秩矩阵，只能使用计算效率较低的高斯消元

法和 LU分解法等，其时间度为 O(n3) ，所以利用矩

阵的对称性求解线性方程组能够极大地提高求解

速度。当物体具有 1个对称面时，方程可以转化

为 2个 n/2阶的线性方程组问题，线性方程组的求

解时间降为原来的 1/4；当物体具有 2 个对称面

时，方程可以转化为 4 个 n/4 阶的线性方程组问

题，线性方程组的求解时间降为原来的 1/16。下

面，以具有 2个对称面的浮体计算源强时的推导

过程为例，具有 1个对称面的情况与此类似。

为便于讨论，将物面上的点分成4个区域（图1）。

图 1 浮体示意图

Fig.1 Schematic diagram of floating body

Ⅰ: f ( )xyⅡ: f ( )-xy

Ⅳ: f ( )-x-y Ⅲ: f ( )x-y

x

y
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区域 I：x  0y  0z  0

区域 II：x < 0y  0z  0

区域 III：x  0y < 0z  0

区域 IV：x < 0y < 0z  0 （25）
对于这类具有 2个对称面（ yz 和 xz 平面）的

物体，存在如下关系式：

f ( )xy = f ( )-xy ，f ( )xy = f ( )x-y ，

f ( )xy = f ( )-x-y

fx( )xy = -fx( )-xy ，fx( )xy = fx( )x-y ，

fx( )xy = -fx( )-x-y

fy( )xy = fy( )-xy ，fy( )xy = -fy( )x-y ，

fy( )xy = -fy( )-x-y （26）
若 区 域 Ⅰ 中 的 坐 标 和 法 向 向 量 分 别 为

( )rxryrz 和 ( )NxNyNz ，则其他区域中与区域Ⅰ
对应的物面坐标和物面法向存在如下关系。

区域Ⅰ：rx ry rz Nx Ny Nz

区域Ⅱ： -rx ry rz -Nx Ny Nz

区域Ⅲ： rx -ry rz Nx -Ny Nz

区域Ⅳ：-rx -ry rz -Nx -Ny Nz （27）
此外，( )rxryrz ´ ( )NxNyNz 的关系式为

区域 I：
-rz Ny + ry Nz rz Nx - rx Nz -ry Nx + rx Ny

区域Ⅱ：

-rz Ny + ry Nz -rz Nx + rx Nz ry Nx - rx Ny

区域Ⅲ：

rz Ny - ry Nz rz Nx - rx Nz ry Nx - rx Ny

区域Ⅳ：

rz Ny - ry Nz -rz Nx + rx Nz -ry Nx + rx Ny

（28）
则 G0 ij =

1
4π 

Sj

G0ds 的速度势矩阵为

G0 =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

Iϕ IIϕ IIIϕ IVϕ

IIϕ Iϕ IVϕ IIIϕ
IIIϕ IVϕ Iϕ IIϕ
IVϕ IIIϕ IIϕ Iϕ

（29）

式中：i和 j分别为场点和源点的面元序号；角标 ϕ

为速度势。

G0x ij =
1
4π 

Sj

dG0

dx
ds 的速度势矩阵为

G0x =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
Ix IIx IIIx IVx

-IIx -Ix -IVx -IIIx

IIIx IVx Ix IIx

-IVx -IIIx -IIx -Ix

（30）

G0y ij =
1
4π 

Sj

dG0

dy
ds 的速度势矩阵为

G0y =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

Iy IIy IIIy IVy

IIx Ix IVx IIIy

-IIIy -IVy -Iy -IIy

-IVy -IIIy -IIy -Iy

（31）

G0z ij =
1
4π 

Sj

dG0

dz
ds 的速度势矩阵为

G0z =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
Iz IIz IIIz IVz

IIz Iz IVz IIIz

IIIz IVz Iz IIz

IVz IIIz IIz Iz

（32）

G0n ij =
1
4π 

Sj

dG0

dn
ds 的法向诱导速度势矩阵为

G0n =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
In IIn IIIn IVn

IIn In IVn IIIn

IIIn IVn In IIn

IVn IIIn IIn In

（33）

设在区域 I上有N个单元，那么整个物面的平

均湿表面上共有 4N个单元。从式（29）~式（33）可

以看出，并不需要计算整个物面的速度势矩阵

G0 ，G0x ，G0y ，G0z 和 G0n ，只需对每个矩阵计算 4
个 N ´ N 矩阵。对于具有 2个对称面（ yz 和 xz 平

面）的湿表面来说，可采用式（33）求解源强的系数

矩阵。该矩阵为循环矩阵，可将原方程组的求解

化为 4个N阶矩阵的方程组来求解［8］，下面介绍具

体的计算方法。

源强 { }σ j 的线性求解方程组为

G0n{ }σ j = { }ni （34）
式中，{ni}为第 i个面元的法向。

定义 4N阶矩阵 P4N 和 P2N 为

P4N = 2
2
æ
è
ç

ö
ø
÷

E2N E2N

-E2N E2N

P2N = 2
2
æ
è
ç

ö
ø
÷

EN EN

-EN EN

（35）
式中，E2N 和 EN 分别为 2N阶和 N阶单位矩阵。

P4N 可将 G0n 对角化，即

P T
4N G0n P4N =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
In - IIIn IIn - IVn 0 0
IIn - IVn In - IIIn 0 0

0 0 In + IIIn IIn + IVn

0 0 IIn + IVn In + IIIn

（36）
P2N 可将式（36）对角化为
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ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N G0n P4N

ì
í
î

ü
ý
þ

P2N

P2N

=

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
In - IIn - IIIn + IVn

In + IIn - IIIn - IVn

In - IIn + IIIn - IVn

In + IIn + IIIn + IVn

（37）

源强的线性求解方程组变换为

ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N G0n P4N

ì
í
î

ü
ý
þ

P2N

P2N

·
ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }σ j =

ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }ni （38）

将式（37）代入式（38），可得

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
In - IIn - IIIn + IVn

In + IIn - IIIn - IVn

In - IIn + IIIn - IVn

In + IIn + IIIn + IVn

·
ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }σ j =

ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }ni （39）

引入新变量 { }-σ j =
ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }σ j ，{ }-ni =

ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }ni ，则式（39）可以转换为

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
In - IIn - IIIn + IVn

In + IIn - IIIn - IVn

In - IIn + IIIn - IVn

In + IIn + IIIn + IVn

{ }-σ j = { }-ni （40）

{ }-σ j 可以由如下线性方程组求解：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

( )In - IIn - IIIn + IVn { }-σ j
j = 1~N

= { }-ni
i = 1~N

( )In + IIn - IIIn - IVn { }-σ j
j = ( )N + 1 ~2N

= { }-ni
i = ( )N + 1 ~2N

( )In - IIn + IIIn - IVn { }-σ j
j = ( )2N + 1 ~3N

= { }-ni
i = ( )2N + 1 ~3N

( )In + IIn + IIIn + IVn { }-σ j
j = ( )3N + 1 ~4N

= { }-ni
i = ( )3N + 1 ~4N

（41）

然 后 ，利 用 { }σ j = P4N{ }P2N

P2N
{ }-σ j 求 取 源

强。另外，还可将公式
ì
í
î

ü
ý
þ

P T
2N

P T
2N

P T
4N{ }σ j = { }-σ j 中

PT 的系数 2 2 移到 { }σ j = P4N{ }P2N

P2N
{ }-σ j 的 P

中，这样，源强的求解公式便可变换为

ì

í

î

ï

ï

ïïï

ï

ï

ï

ïïï

ï

( )In - IIn - IIIn + IVn ·{ }~σ j
j = 1~N

= { }{ }ni i = 1~N
- { }ni i = (N + 1)~2N

- { }ni i = (2N + 1)~3N
+ { }ni i = (3N + 1)~4N

( )In + IIn - IIIn - IVn ·{ }~σ j
j = (N + 1)~2N

= { }{ }ni i = 1~N
+ { }ni i = (N + 1)~2N

- { }ni i = (2N + 1)~3N
- { }ni i = (3N + 1)~4N

( )In - IIn + IIIn - IVn ·{ }~σ j
j = (2N + 1)~3N

= { }{ }ni i = 1~N
- { }ni i = (N + 1)~2N

+ { }ni i = (2N + 1)~3N
- { }ni i = (3N + 1)~4N

( )In + IIn + IIIn + IVn ·{ }~σ j
j = (3N + 1)~4N

= { }{ }ni i = 1~N
+ { }ni i = (N + 1)~2N

+ { }ni i = (2N + 1)~3N
+ { }ni i = (3N + 1)~4N

（42）

式中，{ }~σ j 为临时中间变量。源强为

{ }σ j = 1
4

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

{ }~σ j
i = 1~N

+ { }~σ j
i = (N + 1)~2N

+ { }~σ j
i = (2N + 1)~3N

+ { }~σ j
i = (3N + 1)~4N

-{ }~σ j
i = 1~N

+ { }~σ j
i = (N + 1)~2N

- { }~σ j
i = (2N + 1)~3N

+ { }~σ j
i = (3N + 1)~4N

-{ }~σ j
i = 1~N

- { }~σ j
i = (N + 1)~2N

+ { }~σ j
i = (2N + 1)~3N

+ { }~σ j
i = (3N + 1)~4N

{ }~σ j
i = 1~N

- { }~σ j
i = (N + 1)~2N

- { }~σ j
i = (2N + 1)~3N

+ { }~σ j
i = (3N + 1)~4N

（43）
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3 波浪载荷计算方法

3.1 浮体表面的波动压力

应用面元法分别求解得到辐射势 ϕ j（j=1，2，
3，4，5，6）之后，便可通过规则波中的浮体运动方

程获得稳态的运动响应 η j（j=1，2，3，4，5，6），那么

非定常辐射势 ϕR 和绕射势 ϕD 便随之确定。浮体表

面的波动压力除了由波浪入射势、辐射势和绕射

势引起的脉动压力，还将包含由浮体运动引起

的浮体表面静水压力变化 p s 项，总的脉动压力为［9］

p(xyz) = ps(xyz) + ρiω[ϕ I(xyz)+
ϕD(xyz)+ ϕR(xyz)] =

p s(xyz) + ρiω[ϕ I(xyz) +

ϕD(xyz) - å
j = 1

6

iωxjϕ j(xyz)] （44）
p s(xyz) = -ρg ( )η3 + yη4 - xη5 （45）

式中，η3 ，η4 和 η5 分别为浮体的垂荡、横摇和纵

摇运动。

3.2 浮体横剖面的波浪载荷

确定了规则波中的浮体运动响应之后，便可

应用达朗贝尔原理计算浮体横剖面的力和力矩，

包括波浪诱导的垂向弯矩与水平的剪力和弯矩以

及轴力和扭矩。

3.2.1 部分长度浮体的刚体惯性力载荷

以浮体 x 轴与横剖面的交点为坐标原点 O，

选取单位长度的浮体，设其质量为 μ( )x ，质心坐

标为 ( )xyz ，其惯性质量矩阵为

m =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú
μ 0 0 0 Sz -Sy

0 μ 0 -Sz 0 Sx

0 0 μ Sy -Sx 0

0 -Sz Sy Ixx -Ixy -Ixz

Sz 0 -Sx -Iyx Iyy -Iyz

-Sy Sx 0 -Izx -Izy Izz

（46）

式中：Ixx ，Iyy ，Izz ，Ixy ，Ixz 和 Iyz 为关于坐标 x ，

y ，z 的惯性矩（积）；Sx º μx ，Sy º μy ，Sz º μz ，均

为刚体质量关于坐标平面的静矩。

任意横剖面 x 处至船艏 x f 之间的质量对横

剖面的刚体惯性力载荷为

{ }fI = - x
xf

mdx{ }η̈ （47）
式中，{ }η̈ 为浮体六自由度运动加速度。

3.2.2 浮体横剖面的力和力矩

作用于任意横剖面 x 处至船艏 x f 之间部分

长度浮体上的真实流体载荷与横剖面上的力相互

平衡，那么横剖面上的载荷为

{ }Q = 
Sx

p × ndS +ω2x
x f

mdx × η +

{ }000(zg - zb)η4 M(zg - zb)η5 M0 （48）
式中：Sx ，M ，zb 和 zg 分别为横剖面 x 处至船艏

x f 之间部分长度浮体的湿表面、质量、浮心和重心

的 z 坐标；p为流体压力；η 为浮体六自由度运动

幅值。

4 浅水数值计算结果对比分析

4.1 箱型浮体计算结果

针对 ISSC（2006）［10］标准浮箱进行了运动传递

函数的计算，其主尺度和计算结果如表 1 和图 2
所示。

本次计算的 1/4模型网格数为 155个。从图 2
可以看出，针对无限水深和 20 m水深，本文程序

计算结果与采用商业软件 AQWA 获得的计算结

果十分吻合，验证了本文计算方法的正确性。

参数

垂线间长 LBP /m
水线宽/m
型深/m

平均吃水深度/m

数值

500
100
2
1

参数

排水量/t
绕 x轴惯性矩 Ixx /m4

绕 y轴惯性矩 Iyy /m4

绕 z轴惯性矩 Izz /m4

数值

5.125×104

4.37×1010

1.072×1012

1.115×1012

表 1 浮箱主尺度

Table 1 Main dimensions of box

（a）纵摇传递函数

（b）垂荡传递函数

本文程序（无限水深）
本文程序（20 m水深）

AQWA（无限水深）AQWA（20 m水深）

0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0

纵
摇

角
/（°）

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
波长比

1.20
1.00
0.80
0.60
0.40
0.20

0

垂
荡

/m

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
波长比

本文程序（无限水深）
本文程序（20 m水深）

AQWA（无限水深）AQWA（20 m水深）
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4.2 大型散货船计算结果

针对一艘 20.5×104 t大型散货船，计算了零航

速（压载）工况下纵摇和垂荡传递函数，其主尺度

和计算结果如表 2和图 3所示。

本次计算的半模型网格数为 440个。从图 3
可以看出，针对无限水深和 40 m水深，本文程序

计算结果与采用商业软件 Wadam 获得的计算结

果十分吻合，验证了本文计算程序和方法的正确性。

5 结 语

基于势流理论和边界元方法，给出了速度势

求解方程，同时利用循环矩阵原理对复杂格林函

数进行了严谨的求解推导和对称性处理研究，从

而建立了浮体在浅水中运动和波浪载荷的完整计

算方法。本文给出的改进方法和思路可以精确计

算格林函数及其导数，同时通过研究有限水深格

林函数的级数解形式，给出了简化的快速计算方

法。针对具有对称面的浮体，引入循环矩阵进行

严格数学推导，发现利用对称性得到简化后的辐

射势求解方法可节省大量计算时间。

通过自主开发程序进行数值计算，并与成熟

商业软件结果进行对比分析，验证了本文给出的

有限水深格林函数计算方法和相应计算程序的正

确性。本文建立的计算方法对浅水中的浮体运动

和波浪载荷评估具有重要意义。
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（c）纵垂向弯矩传递函数

图 2 箱型浮体运动和载荷传递函数（0°浪向）

Fig.2 Transfer function of motion and loads of box
（0° wave direction）

0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
波长比

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

弯
矩

/（N
·m

）

本文程序（无限水深）
本文程序（20 m水深）

AQWA（无限水深）AQWA（20 m水深）

×109

参数

垂线间长 LBP/m
水线宽/m
型深/m

平均吃水深度/m

数值

295
50
24.7
7.1

参数

排水量/t
方型系数

纵向惯性矩半径/m

数值

85 422.6
0.845

0.253LBP

表 2 散货船主尺度

Table 2 Main dimensions of bulk carrier

（a）纵摇传递函数（顶浪）

Wadam（无限水深）
本文程序（无限水深）Wadam（40 m水深）
本文程序（40 m水深）

0.70
0.60
0.50
0.40
0.30
0.20
0.10

0 0 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
波长比

纵
摇

角
/（°）

（b）垂荡传递函数（顶浪，重心处）

Wadam（无限水深）
本文程序（无限水深）Wadam（40 m水深）
本文程序（40 m水深）

0 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
波长比

1.200
1.000
0.800
0.600
0.400
0.200

0

垂
荡

/m

图 3 散货船运动传递函数

Fig.3 Transfer function of motion of bulk carrier
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